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Resume. — Nous presentons ici quelques resultats autour du probleme inverse de 
Galois. Nous commcngons par rappeler la strategic geometrique classique permettant 
de demontrer que tout groupe fini est groupe de Galois sur C(T). Nous I'appliquons 
dans une autre situation afin de demontrer que, si ^{B) designe le corps des fonctions 
meromorplies sur une partie S, d'un certain type, d'un espace de Berkovich sur un 
corps, alors I'enonce precedent reste valable lorsque Ton remplace C par ^(B). On 
retrouve, en particulier, le fait que tout groupe fini est groupe de Galois sur K{T), 
lorsque K est un corps value complet dont la valuation n'est pas triviale. 

Dans un second temps, en utilisant une methode similaire, nous proposons une nou- 
velle preuve, purement geometrique, dans le langage des espaces de Berkovich sur un 
anneau d'entiers de corps de nombres, d'un resultat de D. Harbater assurant que tout 
groupe fini est groupe de Galois sur un corps de series arithmetiques convergentes, ainsi 
que quelques generalisations. 

Abstract 

Patching over Berkovich Spaces. In this text, we present a few results related to 
the inverse Galois problem. First we recall the geometric patching strategy that is used 
to handle the problem in the complex case. We use it in a different situation in order 
to prove that if ^{B) is the field of meromorphic functions over a part B, satisfying 
some conditions, of a Berkovich space over a valued field, then every finite group is a 
Galois group over ./# (_B)(T). From this we derive a new proof of the fact that any finite 
group is a Galois group over K{T), where is a complete valued field with non-trivial 
valuation. 

In a second part, we deal with the following theorem by D. Harbater: every finite 
group is a Galois group over a field of convergent arithmetic power series. We switch to 
Berkovich spaces over the ring of integers of a number field and use a similar strategy to 
give a new and purely geometric proof of this theorem, as well as some generalizations. 



Classification mathematique par sujets (2000). — 12F12, 14G22, 14G20, 14G25. 
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Introduction 

Le probleme inverse de Galois consiste a montrer que tout groupe fini peut etre 
realise comme groupe de Galois sur le corps des nombres rationnels Q. La simplicite 
de I'enonce n'augure en rien de la difficulte de la question et sa reponse nous echappe 
encore a ce jour. 

Une strategic due a D. Hilbcrt consiste a chercher a realiser, tout d'abord, un groupe 
fini G donne comme groupe de Galois sur le corps Q(T). Ce second probleme se 
prete a une approche geometrique. En efFet, supposons que nous sachions construire 
un revetement galoisien (ramifie) X de la droite projective Pq de groupe de Galois G. 
L 'extension 

■^(Pq) = Q{T) Ji(X) 
induite entre les corps de fonctions fournirait alors une solution. Le theoreme d'irre- 
ductibilite de Hilbert permet ensuite de revenir au probleme initial : il assure qu'il est 
toujours possible de specialiser une telle extension de fagon a obtenir une extension du 
corps Q dont le groupe de Galois est encore G. 

Dans ce texte, nous nous interessons a des variantes du second probleme. Nous 
commengons par rappeler, dans la section [U une strategic classique pour obtenir des 
revetements galoisiens : construire localement des revetements analytiques cycliques, 
puis raccorder ces revetements, et enfin montrer que le revetement obtenu est algebrique. 

Dans la deuxieme section, nous nous plagons dans le cadre des espaces analytiques 
au sens de Berkovich et appliquons la strategic indiquee. Nous parvenons a demontrer 
que, lorsque K est un corps ultrametrique complet dont la valuation n'est pas tri- 
viale, tout groupe fini est groupe de Galois sur le corps K(T). En particulier, pour tout 
nombre premier p, tout groupe fini est groupe de Galois sur le corps Qp(T), un corps qui 
contient Q(r). La demonstration originale de ce resultat est due a D. Harbater (c/. [13] . 
corollary 2.4) ; elle est ecrite dans le cadre de la geometric formelle. II existe egalement 
une preuve dans le cadre de la geometric rigide, redigee par Q. Liu dans [18j en suivant 
une idee de J. -P. Serre. Signalons que I'absence, en general, de racines primitives de 
I'unite de tout ordre complique la premiere etape. Aussi les deux demonstrations citees 
font-elles appel aux constructions decrites par D. Saltman dans I'article [22| . Dans la 
preuve que nous proposons ici, en revanche, nous en faisons I'economie : un choix judi- 
cieux des lieux oii nous construisons les revetements cycliques nous permet d'avoir re- 
cours uniquement a des extensions de Kummer lorsque le corps K est de caracteristique 
nuUe, ou de Kummer et d'Artin-Schrcier-Witt lorsqu'il est de caracteristique stricte- 
ment positive. En toute logique, la simplification de I'arithmetique du probleme a un 
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cout et nous utilisons un resultat de geometrie plus complique, mais fort naturel : un 
theoreme de type GAGA relatif au-dessus d'un espace affinoide (c/. annexe E]) . 

La derniere section du texte est consacree a la construction d'extensions galoisiennes 
d'un sur-corps de Q(T) d'un type different : le corps des fractions de I'anneau Zj- [T] 
forme des series en une variable a coefficients entiers qui convergent sur le disque unite 
ouvert complexe. Nous en deduisons une nouvelle preuve du resultat de D. Harbater qui 
assure que tout groupe fini est groupe de Galois sur ce corps (c/. |14| . corollary 3.8), et 
I'etendons a tout corps de nombres. La demonstration originale de ce resultat, aboutis- 
sement de la serie d'articles [12] . [10) et [14] . est ardue et technique ; elle basee sur 
des manipulations algebriques des anneaux de series du meme type que Z^- [T]. Celle 
que nous proposons est, en revanche, purement geometrique. La seule difficulte reside 
dans le fait que le cadre adapte a ce probleme est celui, fort naturel mais sans doute 
encore un peu exotique, de la droite de Berkovich sur un anneau d'entiers de corps de 
nombres (la construction et les proprietes de cet espace font I'objet de 1' annexe IB]) . 
Signalons, pour finir, que, contrairement a I'habitude, nous construisons un revetement 
d'un ouvert d'un espace affine ; les resultats de type GAGA y tombent done en defaut et 
nous utiliserons, pour pallier ce manque, le fait que I'ouvert en question soit un espace 
de Stein. 

Notations 

Nous designerons par N I'ensemble des nombres entiers positifs et par N* le sous- 
ensemble forme de ceux qui ne sont pas nuls. 

Remerciements 

La derniere partie de cet article a ete redigee au cours de I'annee que j'ai passee a 
I'universite de Ratisbonne. Je souhaite remercier Klaus Kiinnemann, qui m'a permis 
d'y sejourner, pour son accueil et ses encouragements. Ma gratitude va egalement a 
Antoine Chambert-Loir dont les conseils concernant la structure de cet texte m'ont 
permis, je I'espere, d'en accroitre I'interet et la clarte. Merci egalement a Antoine Ducros 
de m'avoir communique ses notes sur les theoremes GAGA. 



RACCORD SUR LES ESPACES DE BERKOVICH 



5 



1. Strategie de raccord 

Nous rappclons ici unc demonstration classiquc du fait que tout groupc fini est groupc 
de Galois d'un revetement de la variete algebrique P^. Ce n'est qu'un pretexte pour 
presenter la strategic de raccord que nous utiliserons constamment par la suite. 

Considerons tout d'abord le cas des groupes cycliques. Pour disposer de plus de 
souplesse, nous allons commencer par construire des revetements de la variete analy- 
tique P^(C), et meme des revetements de petits ouverts de cette variete. Soit m G N*. 
Choisissons un point P dc P^(C), unc coordonnee locale z au voisinage de ce point, un 
disque ouvcrt D p sur Icqucl cllc est dcfinic ct un disquc fcrme Ep de rayon strictement 
positif contenu dans Dp. Soient a et 6 deux points distincts de Ep. Considerons le 
revetement connexe et lisse Xp du disque Dp donne par I'equation 

vT = {z - a){z - b)"'-\ 

Cost un revetement galoisicn dc groupc Z/mZ. En outre, il est trivial au-dcssus du 
complementaire du disque Ep. Remarquons que pour determiner le groupe de Galois 
nous avons utilise le fait que le corps C contienne une racine primitive m'*™'' de I'unite. 

Nous allons maintenant recoUer des revetements du type precedent afin d'en construire 
qui possedent des groupes de Galois finis arbitraires. Fixons un groupe fini G. Notons n 
son ordre et choisissons-en des generateurs gi,...,gt, avec t e N*. Soit i G \^,t\. 
Notons rii I'ordrc de I'clcmcmt gi dans le groupe G et posons di = n/rii. Choisissons 
un point Pi dc P^(C) ct construisons, par la mcthode du paragraphe precedent, \m 
Z/niZ-rcvctcmcnt Xp. au-dcssus d'un disquc ouvcrt Dp. ct trivial hors d'un disquc 
ferme Ep. C Dp.. Indexons les feuillets de ce revetement par les entiers compris entre 
et rij — 1 de fagon compatible avec Faction du groupe Z/njZ ~ (gi). Considerons mainte- 
nant Ind^.^(Xp.), le G-revetement induit par le (g'i)-revetement Xp.. Rappelons qu'il 
est constitue topologiquement de di copies de Xp.. Nous pouvons envoyer, de fagon 
bijcctivc, les feuillets de ce revetement sur les elements du groupc. Pour ce faire, choi- 
sissons, dans G, des representants q, • • • , cii.di-i des elements du quotient G/{gi). 
L'application qui envoie le feuillct indcxc par k dc la copic indexcc par I dc Xp^ sur 
I'element ai^ig^ de G est bijcctivc. Nous pouvons alors decrire Taction du groupe G 
sur le revetement Ind^.^(XpJ de la fagon suivante : I'element g de G envoie le feuillet 
associe a I'element h de G sur le feuillet associe a I'element hg. 

Notons D' le complementaire de la reunion des disques Ep^, . . . ,Ep^ dans P^(C). 
Considerons le G-revetement Ind^^(Z)') induit par le revetement trivial de D' et in- 
dexons ses feuillets par les elements de G de fagon compatible avec Taction de ce groupe. 
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Raccordons, maintenant, les revetements que nous venons de construire. Nous sup- 
poserons que les disques Dp., avec i G \^,t\, sont deux a deux disjoints. Nous pouvons 
facilement nous ramener a ce cas en les reduisant, si besoin est. Pour tout element i 
de \l,t\, nous recollons alors, au-dessus de I'intersection Dp, OD', les feuillets associes 
aux memes elements du groupc G (cf. figure 1). Nous obtenons ainsi un revetement Y 
de P^(C) dont on verifie facilement qu'il est connexe, lisse et galoisien de groupe G. 




Fig. 1. Raccord de revetements cycliques. 

Ainsi avons-nous obtenu une varictc analytique complcxc Y vcrifiant les proprictes 
requises. II nous rcstc a montrcr que c'est, cn rcalitc, unc varictc algcbriquc. Cc rcsultat 
decoule du theoreme d'existence de Riemann ou, si Ton veut, des theoremes GAGA de 
J. -P. Serre. Nous avons finalement obtenu le resultat suivant : 

Theoreme 1.1. — Tout groupe fini est groupe de Galois d'une extension du corps C{T). 

Pour resumer, rappelons en quelques mots la strategic de la preuve : 

1. Construire des revetements cycliques sur de petits ouverts, triviaux au voisinage 
du bord. 

2. Raccorder ces revetements. 
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3. Montrer que le revetement obtenu est algebrique. 

D. Harbater I'a developpee dans plusieurs contextes et utilisee pour demontrer de 
nombreux resultats. Nous renvoyons le lecteur desireux d'en savoir plus au texte |15j . 

La simplicite de cette strategie de raccord (« patching » chez D. Harbater) invite a 
I'appliquer dans de nombreux contextes geometriques, pour pen que Ton dispose d'une 
bonne notion de « petits ouverts » et de theoremes d'algebricite. Ce n'est pas le cas de 
la geometric algebrique, oii deux ouverts non vides de la droite projective se coupent 
toujours, mais ce devrait I'etre pour toute geometric analytique. Dans la suite de ce 
texte, nous illustrerons cette idee en appliquant la strategie indiquee dans le cadre des 
espaces de Berkovich sur un corps ultrametrique complet, a la section [21 puis sur un 
anneau d'entiers de corps de nombres, a la section [3l 



RACCORD SUR LES ESPACES DE BERKOVICH 



g 



2. Probleme inverse de Galois sur une droite relative 

Soient k un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique pour laquelle il est complet 
et X un espace A;-analytique geometriquement irreductible. Nous noterons le faisceau 
structural sur cet espace. Soit B une partie de I'espace X. 

Notons Y le produit fibre X Xk P^;'^", ir : Y ^ X et X : Y ^ Pfc ™ les morphismes 
naturels de projection. Signalons que, d'apres [5], theoremes 7.16 et 8.4, I'espace Y 
est geometriquement irreductible. Notons Y{B) I'image reciproque de B par le mor- 
phisme tt. 

Dans les numeros l2.1ll2.2l et l2.3| nous supposerons que la partie B est compacte (pour 
les applications, dans la preuve des coroUaires 12.131 et 12.141 elle sera meme reduite a 
un point). Nous la munirons alors du faisceau des fonctions surconvergentes, c'est-a- 
dire du faisceau j^^^, ou j : B '-^ X designe I'inclusion. De fagon generale, nous 
utiliserons, sans plus le preciser, le faisceau des fonctions surconvergentes pour toute 
partie compacte. En particulier, I'espace localement annele associe a I'espace Y{B) que 
nous obtiendrons ainsi ne sera autre que le germe (y, 7r^^(_B)) au sens de V. Bcrkovich 
(c/. [2], §3.4 ou m, §2). 

2.1. Construction locale de revetements cycliques 

Dans le cas complexe, la construction locale etait particulierement simple, car nous 
disposions de racines primitives de I'unite de tout ordre. Lorsque nous cherchons a 
construirc un revetement cyclique dont I'ordre n est premier a I'exposant caracteristique 
du corps de base, la situation n'est guere plus compliquee, car nous disposons encore 
de racines primitives n"^'^^ de I'unite sur certains ouverts. Nous utiliserons alors une 
extension de Kummer bien choisie. Dans les autres cas, nous ferons appel a la theorie 
d'Artin-Schreier-Witt. Nous noterons p I'exposant caracteristique du corps k. 

Fixons une extension finie et separable K de k. Soit P G k[T] le polynome minimal 
unitaire d'un element primitif de cette extension. Notons t le point de P^''^'^ defini par 
I'annulation de ce polynome. 

2.1.1. Extensions de Kummer 

Soit n un entier superieur ou egal a 2 et premier a p. Supposons que le corps K 
contient une racine primitive n°™° de I'unite. 

Puisque I'anneau local au point t est henselien, il contient une racine primitive n*""® 
de I'unite, que nous noterons C- Cette racine est definie sur un voisinage du point t, que 
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nous pouvons supposer de la forme 

Vu = {y€Pl'''-\ \P{y)\<u}, 

avec u> 0. 

Posons V = X~^{Vu). Nous noterons encore P et C les retrotirettes des elements P 
et C par le morphismc A. Remarquons que I'element C de i^{V) est encore une racine 
primitive n°™'' de I'unite. 

Soient U un voisinage de B dans X et a un element de &{U) nul en tout point de B. 
Posons 

Q{S) = S''-P''-aG ^{tt-\U))[S]. 

Definissons un prefaisceau ^ sur tt~^{U) en posant, pour toute partie ouverte W 
de 7r-i([/), 

= ^{W)[S]/{Q{S)) 

et en utilisant les morphismes de restriction induits par ceux du faisceau ^. Le caractere 
unitaire du polynome Q assure que ^ est un faisceau de ^^-i([/)-algebres coherent. 

Remarque 2.1. — Le faisceau ^ est I'image directe du faisceau structural d'une 
courbe analytique sur Y. Celle-ci nous est donnee comme un revetement ramifie de 
degre n de '!t~^{U). 

Soit V g]0,u]. Posons 

V{B) = {y& Y{B) I \P{y)\ < v} 

et 

V'{B) = {yeV{B)\P{y)^0}. 
Remarquons que le complcmcntaire de V'{B) dans V{B) est fermc dans Y[B). 
Proposition 2.2. — II existe un isomorphisme de i^yi(^B)-<^l9Gbres 

^ : ^ ^ ^" 

tel que, pour tout ouvert W de V'{B) et tout element s de ^{W), nous ayons 

ipiCs) = T{ip{s)), 

oil T designe I'automorphisme du faisceau qui consiste a faire agir la permutation 
cy clique (12 • • • n) sur les coordonnees. 

Demonstration. — Le rayon de convergence de la serie 

+ 00 

(i + r)i/" = ^q/„T^e/c[Tl 

i=0 
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est strictement positif. La serie 

+00 ^ 

1=0 

definit done un element w de ^{V'lB)), qui est une racine du polynome Q. Nous avons 
alors I'egalite 

n 

Q{S) = 5" - P" - a = - C^uj) dans 0{V'{B)). 

j=o 

Par consequent, le morphisme 

^ ^ ^" 

^ {R{uj),R{C-'uj),...,R{C-("-^^cu)) 

est un isoniorphismc. On verifie immediatemcnt qu'il satisfait la condition rcquise. □ 

Remarque 2.3. — La premiere partie du resultat signifie que le revetement associe au 
faisceau ^ est trivial au-dessus de V'{B). La seconde assure que le groupe {() ~ Z/nZ 
agit sur le revetement par une permutation cyclique des feuillets du lieu trivial. 

Nous allons maintenant imposer des conditions sur les donnees i? et a de fagon que 
le faisceau ^ soit associe a un revetement irreductible. 

Definition 2.4. — Nous dirons que la partie B de X satisfait la condition (CGI) si 

elle est compacte et possede un systeme fondamental de voisinages affinoides geometri- 
quement integres. 

Sous les conditions de cette definition, I'anneau (?{B) est integre et la partie B 
connexe. En particulier, le principe du prolongement analytique vaut sur B et les an- 
neaux locaux en tons les points de B sont integres. 

Lemme 2.5. — Supposons que la partie B de X satisfait la condition (CGI). Alors, la 
partie V{B) de Y possede un systeme fondamental de voisinages affinoides irreductibles. 
En particulier, pour tout point z de V{B), le morphisme naturel 

est injectif. 

Demonstration. — Solent U' un voisinage affinoi'de geometriquement irreductible de B 
dans U et v' un nombre reel strictement superieur a v. La partie de Y definie par 

{z e7r-\U')\\P{z)\ <v'} 

est alors irreductible, d'apres [5], theoreme 8.4. En effet, ce n'est autre que le produit, 
au-dessus de k, de I'espace geometriquement irreductible U' par I'espace 



\Pix)\<v'], 
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qui est irreductible, car le polynome P est irreductible sur k. 

La condition (CGI) assurent que I'ensemble des parties de la forme precedente est 
un systeme fondamental de voisinages de V{B) dans Y . □ 

Nous supposerons desormais que la partie compacte B de X satisfait la 
condition (CGI). 

Definition 2.6. — Nous dirons que Velement a de G{B) satisfait la condition (In,K) 
s 'il existe un point x de B qui verifie les deux conditions suivantes : 

i) les corps K et Frac{i)'x) sont lineairement disjoints sur k ; 

ii) le polynome S" — a est irreductible sur le corps Frac{ ffx) ®k K . 

Lemme 2.7. — Supposons que Velement a de ff{B) satisfait la condition (Iu.k)- Alors, 
le polynome Q{S) — S*" — P" — a est irreductible sur le corps Frac{ff{V{B))). En par- 
ticulier, I'anneau J^{V{B)) est integre. 

Demonstration. — Soit x un point de B satisfaisant les proprietes enoncees dans la 
definition de la condition (I,i.A'). Puisque les corps K et Frac(^2:) sont lineairement 
disjoints sur fc, le polynome P est irreductible sur ff^ - H I'est done encore dans J^{x)[T], 
puisque le corps k{x) et I'anneau local ff^ sont henseliens. 

Notons Z{B) I'ensemble des points de Y{B) en lesquels la fonction P est nulle. 
D'apres le raisonnement precedent, la trace de la fibre 7r~^(x) sur Z comporte un seul 
point, que nous noterons z. Notons le faisceau structural sur Z. Nous avons alors 
un isomorphisme 

^,[r]/(p(T)) i^z,.. 

Le polynome S*" — a est done irreductible sur le corps FTa,c{i)'z.z), isomorphe a 
FTac{ffx)'®kK . Par consequent, le polynome Q{S) est irreductible sur le corps Frac(i^z). 

D'apres le lemme [2751 le morphisme naturel i^{V{B)) est injectif. Par consequent, 

le corps Frac(i^(F(i3))) est un sous-corps de Frac(^z)- On en dcduit que le polynome Q{S) 
est irreductible sur le corps Frac(^(F(i3))). 

Le polynome Q(S') etant unitaire, I'unicite de la division euclidienne assure que le 
morphisme 

G{Vm{S\l{Q{S)) - Frac(^(F(i?)))[5]/(Q(5)) 

est injectif. Puisque I'anneau au but est integre, celui a la source, qui n'est autre que 
I'anneau ^{V{B)), Vest egalement. □ 

Remarque 2.8. — Ce resultat signifie que la courbe associee au faisceau ^ est integre, 
c'est-a-dire reduite et irreductible. 
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2.1.2. Extensions d'Artin-Schreier-Witt 

II nous rcstc a traitor Ic cas dos groupcs cycliqucs dont Tordrc n'cst pas premier a 
Texposant caracteristique p du corps k. Nous supposons desormais que p est un nombre 
premier et chercherons a construire un revetement cyclique d'ordre n = p^ , ohr est un 
entier superieur a 1. II s'agit essentiellement de remplacer, dans le numero precedent, la 
theorie de Kummer par celle d'Artin-Schreier-Witt. Nous nous contenterons d'indiquer 
les grandes lignes de la preuve. 

Dans ce numero, comme dans le precedent, nous supposerons que la partie 
compacte B de X satisfait la condition (CGI). 
Soit a un element de G{B) nul en tout point de B. 

Definition 2.9. — Nous dirons que I'element a de ff{B) satisfait la condition (Ip^x) 
s 'il existe un point x de B qui verifie les deux conditions suivantes : 

i) les corps K et Fracl ffx) sont lineairement disjoints sur k ; 

ii) le polynome — a est irreductible sur le corps Frac{(?x) '^k K. 
Soit V > Q. Posons 

V{B) = {y G Y{B) I \P{y)\ < v} 

et 

V\B) = {yGV{B)\P{y)^0}. 

Notons Wr I'anneau des vecteurs de Witt de longueur r sur ^{V{B))[So, ■ ■ ■ , Sr-i]- 
Posons 

S={So,...,Sr-l)GWr 

et, pour tout element a de ff{V{B))[So, ■ ■ ■ , Sr-i], 

{a} = (a,0,...,0) e W,. 

Pour tout i E |0, r — 1], definissons un polynome Qi{So, • • ■ , Sr-i) a coefficients dans 0'{V{B)) 
par la formule 

(Qo, • . • , Qr-i) = F{S) - {P}P-'S - {a} dans Wr- 

Le groupc Z/p'^Z agit sur I'anneau ^{V{B))[Sq, . . . , Sr-i]/{Qo, • • • , Qr-i) en laissant 
stable ^{V{B)) et en envoyant Si, pour i e |0, r — 1], sur la (i + l)*""® coordonnee du 
vcctcur S + {P} dans Wr - Par analogie avec la construction precedente, nous definissons 
un faisceau sur V{B) par 

^ = ^[So,...,Sr-l]/{Qo,---,Qr-l)- 
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Les proprietes des vecteurs de Witt montrent que, pour tout i G |0,r — 1], nous 
avons 



Soit y e V'{B). L'image Sq—P^~^So du polynome QoiSo) dans le corps residuel K{y) 
de I'anneau local (?y est scinde a racines simples. Puisque cet anneau local est henselien, 
le polynome Po{So) possede p racines simples dans ffy. En raisonnant par recurrence 
sur le nombre de variables, on montre ainsi que le systeme d'equations polynomials 
donnc par Qo, . . . , Qr-i possede exactement racines wi, . . . , ujpr- dans ffy et que le 
morphisme 



est un isomorphisme. On en deduit que le revetement est trivial sur V'{B), comme a la 
proposition 12.21 

Supposons que I'element a de ff{B) satisfait la condition (Ip,_ff ). L'enonce du lemme [277l 
vaut alors encore. Pour le demontrer. Ton remplace simplement les arguments de la 
theorie de Kummer par ceux de la theorie d'Artin-Schreier-Witt. L'argument-cle consiste 
a utiliser le fait que Ic polynome S'^ — a est irreductible sur ffx, oil x est un point de B 
satisfaisant les proprietes enoncees dans la definition de la condition (Ip.if), et a en 
deduire que le polynome — P^^^S — a est irreductible sur (?z, ou z designe I'unique 
point de la fibre 7r~^(x) en lequel P s'annule. 



Soit G un groupe fini. Solent gi, . . . ,gt, avec t e N*, des generateurs du groupe G. 
Nous pouvons les choisir de fagon que, pour tout element i de |1, i], il existe un nombre 
premier pi et un entier > 1 tels que le sous-groupe de G engendre par g,; soit cyclique 
d'ordre Nous supposerons qu'il existe s G tel que, pour tout i < s, pi ^ p et, 
pour tout i > s + 1, Pi ^ p. 

Nous nous plagons sous les hypotheses suivantes : 

- la partie B de X satisfait la condition (CGI) ; 

- pour tout element i de |l,s], il existe une extension separable Ki de k contenant 
une racine primitive de I'unite et un element aj de i?{B) qui satisfait la 
condition l^^^i ^. ; 

- pour tout element i de |s + il existe une extension separable de k et un 
element de i^(_B) qui satisfait la condition Ip^Ki ', 

- les corps Ki^ . . . , Kt sont deux a deux non isomorphes. 



^ Sf - P(P~^)P'S, mod (a, Qo,..., Q,_i). 




1<?<P^ 




2.2. Raccord et retour a I'algebre 
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Supposons que les element ai, . . . , at sont nuls en tout point de B. Soit i un element 
de |1, tj. Construisons par la methode du numero r2.1.1l ou r2.1.2l un revetement galoisien 
de groupe Z/p['Z. II est defini au-dessus d'une partie Vi et trivial au-dessus d'une 
partie . Notons Ind^.^(Vi) le G-revetement induit. 

Puisque les corps Ki, . . . , Kt sont deux a deux non isomorphes, nous pouvons choisir 
les parties Vi, . . . ,Vt de fagon qu'elles soient deux a deux disjointes (il sufRt de choisir 
des elements v assez petits). Pour i e posons V^" = Vi\ ¥( . C'est une partie 

fermee de Y{B). Posons 

Y'{B) = nB)\ y vi' 

l<i<t 

et considerons le G-revetement Ind^^ (y(i?)) induit par le revetement trivial au-dessus 
de Y'{B). 

Raccordons, a present, les differents revetements selon les relations entre les elements 
du groupe G, par la methode decrite au numero [1] Nous obtenons un revetement 
de Y{B), galoisien de groupe G. On montre a I'aide du lemme 12.71 et de son ana- 
logue dans le cas des revetements d'Artin-Schreier-Witt, qu'il est integre. Un theoreme 
du type GAGA (c/. corollaire lA.6p assure qu'il est algebrique. En passant aux corps de 
fonctions, nous obtenons done finalement une extension finie et galoisienne de groupe G 

^{Y{B)) = Frac(^(B))(r) ^ L, 

oil ^ designe le faisceau des fonctions meromorphes. La construction que nous avons 
menee etant purement geometrique, on se convainc aisement que cette extension est 
reguliere, c'est-a-dire que le corps Frac(^(i?)) est algcbriqucment fcrmc dans le corps L. 

Theoreme 2.10. — // existe une extension finie du corps Frac{ff{B)){T) qui est re- 
guliere et galoisienne de groupe de Galois G. 

2.3. Conclusion 

Regroupons les resultats que nous avons obtenus jusqu'ici. 

Theoreme 2.11. — Soient k un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique pour 
laquelle il est complet. Soient X un espace k-analytique et B une partie compacte de X 
qui possede un systeme fondamental de voisinages affinoides geometriquement integres. 
Supposons que pour tout nombre premier q different de la caracteristique du corps k et 
tout entierr G N*, il existe une famille infinie J(fqr de corps deux a deux non isomorphes 
satisfaisant les proprietes suivantes : 

i) tout element de Jtqr est une extension finie et separable de k contenant une racine 
primitive (g'')eme I'unite ; 
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ii) pour tout element K de J(fqT, il existe un element x de B et un element a de ff{B) 
nul en tout point de B tels que les corps K et Frac{ffx) soient lineairement disjoints 
et le polynome S'^ — a soit irreductible sur leur compositum. 
Si la caracteristique du corps k est un nombre premier p, supposons en outre qu 'il existe 
une famille infinie Jtp de corps deux d deux non isomorphes satisfaisant les proprietes 
suivantes : 

i) tout element de J^p est une extension finie et separable de k ; 

ii) pour tout element K de J€p, il existe un element x de B et un element a de &{B) 
nul en tout point de B tels que les corps K et Frac{i)'x) soient lineairement disjoints 
et le polynome — a soit irreductible sur leur compositum. 
Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d'une extension finie et reguliere du corps 
Frac{ff{B)){T). 

Remarque 2.12. — Ce theoreme ne contient malheureusement aucuii resultat qui ne 
soit deja connu. En efFet, le corps Frac(i^(i?)) contient toujours un corps complet pour 
une valeur absolue non triviale (un corps de series de Laurent engendre par I'un des 
elements a lorsque k est trivialement value) et, sur un tel corps, le resultat est dii a 
D. Harbater (c/. [H], corollary 2.4). 

Nous allons, a present, appliquer ce resultat general dans des cas particuliers. 
Corollaire 2.13. — Soit k un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique non tri- 
viale pour laquelle il est complet. Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d'une 
extension finie et reguliere du corps k{T). 

Demonstration. — Appliquons le theoreme l2.11l en choisissant pour espace X la droite 
analytique A^'™, dont nous noterons U la variable, et pour partie B le point 0. Soit K 
une extension finie du corps k. Choisissons pour point x le point : I'anneau local 
est I'anneau des series en une variable a coefficients dans k de rayon de convergence 
strictement positif. Par consequent, les corps K et Frac(^o) sont lineairement disjoints 
sur k. Choisissons pour fonction a la fonction U : pour tout entier n > 1, le polynome 
S" — U est irreductible sur le corps Frac(if5'o) <8ifc K, qui est un sous-corps de K{{U)), 
par le theoreme d'Eisenstein. Les hypotheses du theoreme 12.111 sont done satisfaites. 

Soit G un groupe fini. II existe une extension finie et reguliere du corps Frac(^(i3))(T) = 
Frac(^o)('7') qui est galoisienne de groupe G. Puisque I'anneau local est compose 
de series convergentes et que le corps k n'est pas trivialement value, toute variete qui 
possede un point sur Frac(^o) en possede un sur k. En utilisant le theoreme de Bertini- 
Noether (c/. [6], proposition 10.4.2), on montre alors que Ton pent specialiser I'exten- 
sion precedente en une extension finie et reguliere du corps k(T) qui est galoisienne de 
groupe G. □ 
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Rappelons qu'un corps k est dit fertile ^ si tout fc-schema de type fini qui possede un 



point sur k{(U)) en possede un sur k (I'on peut demontrer que cela equivaut a demander 
que toute /c-courbe lisse qui possede un point sur k en possede une infinite). F. Pop 
a demontre que, si k est un corps fertile, tout groupc fini est groupe de Galois d'une 
extension finie et reguliere du corps k{T) (cf. |21) . main theorem A). 

Corollaire 2.14. — Soit k un corps. Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d'une 
extension finie et reguliere du corps k{{U)){T). En particulier, si le corps k est fertile 
ou contient un corps fertile, tout groupe fini est groupe de Galois d'une extension finie 
et reguliere du corps k{T). 

Demonstration. — Munissons le corps k de la valuation triviale et considerons la meme 
situation que dans la preuve precedente. Nous avons alors ^{B) ~ 6q ~ k]lJ\ et le 
theoreme 12 . 1 f I fournit le resultat annonce. 

Lorsque le corps k est fertile, le theoreme de Bertini-Noether permet de specialiser 
I'extension precedente en une extension de k{T) possedant les memes proprietes. La 
regularite de I'extension de fc(T) permet d'obtenir, par produit tensoriel, pour tout 
corps L contenant fc, une extension de LifT) possedant encore les proprietes requises. □ 

Remarque 2.15. — Le resultat du second corollaire contient le resultat du premier, 
puisque tout corps complet pour une valeur absolue ultrametrique non triviale est fertile. 
Cependant, la preuve de ce dernier enonce etant assez difficile (on peut, par exemple, 
le demontrer en utilisant I'approximation d'Artin), nous avons choisi de proposer une 
preuve directe du corollaire 12. 131 



2.4. Cas de la valuation triviale 



Lorsque le corps k est trivialement value, nous pouvons obtenir des resultats plus 
generaux. Nous indiquons simplement ici les modifications a apporter au raisonnement 
qui precede. 

Supposons que le corps k est muni de la valeur absolue triviale. Pour tout n G N, 
nous pouvons alors definir une application, appelee flot (c/. [20, , 1.3), de AJJ'**" x R^^ 
dans A^'*^" de la fagon suivante. Solent x un point de A^'™ - il est associe a une semi- 
norme multiplicative |.|^ sur fc[Ti, . . . ,T„] qui induit la valeur absolue triviale sur k — 
et £ un nombre reel strictement positif. L'image du couple (x, e) est le point de A^'™ 
associee a la semi-norme multiplicative |.||. Par restriction a la source et au but, nous 
pouvons encore definir le flot sur tout ferme de Zariski d'un espace affine analytique. 



(^'Nous empruntons ce terme a L. Moret-Bailly (c/. 1191 ). Les corps fertilcs sont connus sous beaucoup 
d'autres noms. lis ont etc introduits par F. Pop dans '21 sous I'appellation de « large fields ». 
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Signalons qu'une fonction definie au voisinage d'un point se prolonge, et ce de fagon 
unique, a un voisinage de sa trajectoire sous le flot {ibid., proposition 1.3.10). 

Nous considererons desormais un espace analytique X qui est un ferme de Zariski 
d'un espace affine analytique et une partie ouverte B de X. Nous definissons comme 
precedemment Y, tt et A. 

Expliquons comment adapter les constructions locales du numero l2.1l Comme alors, 
choisissons une extension finie et separable K de k. Soil P G k[T] le polynome minimal 
unitaire d'un element primitif de cette extension et notons t le point de Pj.''^" dcfini par 
I'annulation de ce polynome. 

Reprenons, a present, le raisonnement du numero [2.1.11 A cet effet, choisissons un 
entier n superieur ou egal a 2 et premier a p et supposons que le corps K contient une 
racine primitive n°™° de I'unite. Par henselianite, elle se releve, dans I'anneau local au 
point t, en une racine primitive n°™° de I'unite, que nous noterons (. Les proprietes du 
flot assurent qu'elle est definie sur I'ouvert 



Soit a un element de (?[B). Insistons sur le fait que nous ne supposons plus qu'il soit 
nul en tout point de B. Nous definissons alors un faisceau comme precedemment, 
au-dessus de I'ouvert 



Supposons, en outre, que I'element a est de valeur absolue strictement inferieure a 1 
en tout point de B. Alors, le complementaire de la partie Vl{B) dans Vt{B) est ferme 
dans Y{B). 

Pour assurer I'irreductibilite du revetement associe au faisceau ^ , nous remplagons 
la condition (CGI) par la condition suivante : I'ouvert B est limitc inductive d'espaces 
affinoi'des geometriquement integres. Le resultat du lemme [^771 vaut alors encore. 

Passons aux resultats du numero 12.1.21 Supposons done que p est un nombre premier 
et considerons un entier n de la forme p^, avec r G N*. Soit a un element de ff{B) et 
posons, de nouveau. 



Les proprietes du flot permettent de preciser le domaine de definition des racines du 
polynome Po{Sq). Notons Bq le lieu d'annulation de a dans B. Supposons qu'il ne soit 



{yeP'r^l \P{y)\<l 



} 




n 



V:{B)^{yeV{B)\\a{y)\<\P{y)r}. 



Vt{B) = {yeY{B)\\P{y)\<l}. 
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pas vide et que pour tout point b de B verifiant |a(5)| < 1 et tout voisinage i?+ de Bq, 
le flot joigne le point 6 a un point dc i?+ (c'est en particulier le cas des que la partie B 
est stable par le flot, que I'element a est de valeur absolue strictement inferieure a 1 en 
tout point de B et s'annulc sur B). Posons 

V^iB) = {ye V{B) I \a{y)\ < 1 et \P{y)\ < l} . 

Les proprietes du flot assurent que le revetement associe a ^ est encore trivial sur une 
partie V/(i?) de Vt{B) dont le complementaire dans Vt{B) est ferme. Si I'element a est de 
valeur absolue strictement inferieure a 1 en tout point de B, nous pouvons meme choisir 
la partie V^{B) de fagon que son complementaire dans Vt{B) soit ferme dans Y{B). 

Dans la preuve du theoreme 12.101 il faut finalement remplacer le resultat de type 
GAGA du coroUaire IA.6I par celui du corollaire lA.71 

Nous obtenons finalement le resultat suivant : 

Theoreme 2.16. — Soient k un corps. Munissons-le de la valeur absolue triviale. 
Soient X un espace de Zariski d'un espace ajfine k-analytique et B une partie ouverte 
de X stable par le flot qui soit limite inductive d'espaces affinoi'des geometriquement 
integres. Supposons que pour tout nombre premier q different de la caracteristique du 
corps k et tout entier r e ISS* , il existe une famille infinie J^^r de corps deux a deux 
non isomorphes satisfaisant les proprietes suivantes : 

i) tout element de ,J^qr est une extension finie et separable de k contenant une racine 
primitive {(fY'^'^ de I'unite ; 

ii) pour tout element K de J(fqr , il existe un element x de B et un element a de ff{B) 
de valeur absolue strictement inferieure a 1 en tout point de B et qui s 'annule 
sur B tels que les corps K et Frac{(?x) soient lineairement disjoints et le polynome 
S'^ — a soit irreductible sur leur compositum. 

Si la caracteristique du corps k est un nombre premier p, supposons en outre qu 'il existe 
une famille infinie .J^^ de corps deux d deux non isomorphes satisfaisant les proprietes 
suivantes : 

i) tout element de JX^p est une extension finie et separable de k ; 

ii) pour tout element K de J(f.p, il existe un element x de B et un element a de ff{B) 
de valeur absolue strictement inferieure a \ en tout point de B et qui s 'annule 
sur B tels que les corps K et Frac{ ffx) soient lineairement disjoints et le polynome 
— a soit irreductible sur leur compositum. 

Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d'une extension finie et reguliere du corps 
Frac{ff{B)){T). 
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Remarque 2.17. — De nouveau, le resultat de ce theoreme est connu, puisque le 
corps Frac(^(i3)) contient un corps de series de Laurent sur k (engendre par I'un des 
elements a). 

CoroUaire 2.18. — Soit k un corps. Notons k^^ i- C/2] sous-anneau de k[Ui\\U2\ 
compose des series de la forme 



n>0 



qui verifient la condition 



Vr > 0,Vs e [0, 1[, lim {r'^'^sM g") = 0. 

n— *-+oo 

Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d^une extension finie et reguliere du corps 
fmc(fc+oo,i-lC/i,C/2])(r). 

Demonstration. — Appliquons le theoreme l2.11l en choisissant pour espace X I'espace 
analytique de dimension deux A^''^'^, dont nous noterons Ui et U2 les variables, et pour 
partie B le disque ouvert relatif de rayon 1 au-dessus de A^;^'^ : 

B = {a;eA^'""| \U2{x)\ < l} . 

Cette partie est stable par le flot et nous avons ^^{B) — fc+00,1- [t^ii ^^2]- 

Soit K une extension finie du corps k. Choisissons pour point x le point de co- 
ordonnees (0,0) : I'anneau local est isomorphe a k\Ui,U2\. Par consequent, les 
corps K et Frac(i^:r) sont lineairement disjoints sur k. Choisissons pour fonction a la 
fonction U2 ■ pour tout entier n > 1, le polynome S*" — U2 est irreductible sur le corps 
Frac(^2:) ~ KlUi, U2}. Les hypotheses du theoreme l2 . 1 1 1 sont done satisfaitcs. On 

en deduit le resultat attendu. □ 

Ce dernier enonce pent surprendre, puisqu'il decoule directement du corollaire l2.14l 
En cfFct, le corps Frac(fcr-,i- [C^i, £^2]) contient le corps k([U2)). II presente cependant 
un interet dans le cadre de I'analogie entre corps de fonctions et corps de nombres. 
La droite analytique sur un corps trivialement value est proche, a bien des egards, 
du spectre analytique - espace analytique de dimension - d'un anneau d'entiers de 
corps de nombres (c/. annexe [B|. II semble done raisonnable d'envisager que le resultat 
du coroUaire precedent reste vrai en remplagant I'anneau /c^-.i- [C^ii ^2] par I'anneau 
du disque ouvert de rayon 1 au-dessus du spectre d'un anneau d'entiers de corps de 
nombres. Signalons que les constructions efFectuees peuvent effectivement etre menees 
dans ce cadre. Pour conclurc, sculs manqucnt encore les theoremes du type GAGA sur 
les espaces de Berkovich au-dessus des anneaux d'entiers de corps de nombres. 

Conjecture 2.19. — Soient K un corps de nombres, A I'anneau de ses entiers et Sqo 
Vensemhle des plongements de K dans C. Notons Ai-\X\ le sous-anneau de A\X\ 
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compose des series f telles que, pour tout a € T,oo, la serie a coefficients complexes a{f) 
a un rayon de convergence superieur ou egal a 1. Alors, tout groupe fini est groupe de 
Galois d'une extension finie et reguliere du corps Frac{Ai-lX'l){T). 
Remarque 2.20. — Nous ignorons si le corps Prac(Ai- est fertile, meme lorsque 
I'anneau A est I'anneau Z des entiers. 
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3. Probleme inverse de Galois sur un disque relatif 



Soit A un anneau d'entiers de corps de nombres. Nous allons maintenant appliquer la 
strategie de raccord decrite a la section [T] dans le cadre des espaces de Berkovich sur A 
{cf. annexe IB|) . Plus precisement, un groupe fini G etant donne, nous allons construire 
un revetement galoisien de groupe G du disque 



Cela indique que la troisieme etape de notre demonstration differera fondamentalement 
de la troisieme etape de la demonstration du cas complexe. En effet, le disque D est un 
espace affine et non plus projectif comme I'etait P^(C). En particulier, les theoremes 
GAGA n'y sont pas valables. Nous utiliserons, pour les remplacer, le caractere Stein du 
disque D. 

Nous noterons X ~ A^^'^ et, pour tout ideal maximal m de A, 



Dans le cas complexe, la construction locale etait particulierement simple car nous 
disposions de racines primitives de I'unite de tout ordre. EUe ne sera guere plus difficile 
ici puisque, comme nous allons I'expliquer, un entier n > 1 etant donne, il existe toujours 
une branche de Al(^), et meme une infinite, dont I'anneau des fonctions contient une 
racine primitive rf^*^ de I'unite. 

Solent n > 1 un entier, p un nombre premier congru a 1 modulo rt et m un ideal 
maximal de A contenant p. Notons le complete de I'anneau A pour la topologie 
m-adique. Soit TTm une uniformisante de I'anneau A^- Posons 



Definissons un prefaisceau ^ sur D'^ en posant, pour toute partie ouverte W de D'^ 



et en utilisant les morphismes de restriction induits par ceux du faisceau 6" . Le caractere 
unitaire du polynome Q assure que ,^ est un faisceau de -algebres coherent. Nous 
considerons ce faisceau comme I'image directe du faisceau d'un revetement fini dc DJ,,. 
Le resultat classique qui suit explique le choix des entiers n et p. 




D^^DHtt i([ao,aj) et D;„ = DHtt i(]ao,aJ). 



Ces deux parties sont connexes. 



3.1. Construction locale de revetements cycliques 



Q(5) = 5"-<-Te^(Dj[5]. 



= &{W)\S\I{Q{S)) 
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Lemme 3.1. — L'anneau Zp contient une racine primitive n*^""^ de I'unite et, pour 
tout z G N, nous avons C\^^^ G Zp. 

Soit Q e une racine primitive n'''"° de I'unite. Posons 

c/ = {xGD;||r(x)|<K^(x)|"}. 

Le resultat suivant affirme que le revetement de associe au faiseau ^ est trivial 
au-dessus de I'ouvert U. 

Proposition 3.2. — II existe un isomorphisme de &u-algehres 

tel que, pour tout ouvert V de U et tout element s de ^(V), nous ayons 

fiCs) = t{lp{s)), 

OIL T designe I'automorphisme du faisceau i^" qui consiste d faire agir la permutation 
cyclique (12 • • • n) sur les coordonnees. 

Demonstration. — En utilisant le lemme precedent, on montre que la fonction tt^" T 
possede une racine n'^'"° dans 6'{U). Nous la noterons w. On en deduit I'egalite 

n 

Q(5) - 5" - < - T = - 7r„, C^' u) dans ff{U)[S]. 

3=0 

Par consequent, le morphisme 

,^ ^" 
RiS) ^ (i?Kc^),i?(7r™C"'^),...,i?(7r^C"^""'^^)) 
est un isomorphisme. On verifie immediatement qu'il satisfait la condition requise. □ 

Demontrons, a present, que le revetement est irreductible. 

Lemme 3.3. — Le polyndme Q{S) — S^—n^—T est irreductible sur le corps Frac{^ (T)'^)) . 
En particulier, l'anneau J^iTi'^) est integre. 

Demonstration. — Notons Zm le point de la fibre Tr~^(dm). D'apres la discussion 
menee a la fin de la section[Bl l'anneau local en ce point est isomorphe a l'anneau Am |r] . 
Commengons par montrer que le polynome Q{S) est irreductible sur le corps Frac(^?'2^). 
Pour des raisons de valuation T-adique, I'element ttJJ, + T de ^rnl?^] n'est racine d°™'^ 
dans ylm|T] pour aucun diviseur d > 2 de ti. D'apres la theorie de Kummer, cela impose 
au polynome Q{S) d'etre irreductible sur Frac(€^z^). Les memes arguments que dans 
la preuve du lemme [^7fl permettent alors de conclure. □ 

Nous pouvons meme etre plus precis et demontrer un principc du prolongement 
analytique. 
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Lemme 3.4. — Soient x un point de U et i un element de Le morphisme 

p,,, : ,^{T>'J ^ ^ C ^ 
oil Pi est la projection sur le i"^*^ facteur, est injectif. 

Demonstration. — Soit s un element de I'anneau ^(D(„) = ^(D(^)[S']/(Q(5)) dont 
I'image par le morphisme pi^x est nuUe. Clioisissons un element R{S) de ^(D(^)[5] qui 
represente la section s. Reprenons les notations de la preuve de la proposition 13.21 Par 
hypothese, nous avons 

^(TTm C^' oj) = dans G^. 
Pour montrer que I'element s est nul, il suffit de montrer que le polynome Q{S) est 
le polynome minimal de I'element TTmC^'cj sur le corps Frac(^(D^)). C'est bien le 
cas, puisque le lemme precedent assure que le polynome Q est irreductible sur le 
corps Frac(^(D;^)). □ 

Terminons par un resultat topologique. 
Lemme 3.5. — La partie 

F = D'^ \ [/ = {.T e I \T{x)\ > |7r„(.T)r} 
est fermee dans le disque D. 

Demonstration. — II suffit de montrer que F est fermee dans puisque cette derniere 
partie est elle-meme fermee dans D. En d'autres termes, nous souhaitons montrer que 
la partie 

t/ = [/U(Dn7r"i(ao)) 

est ouverte dans D^. Puisque U est une partie ouverte de Dm, il suffit de montrer que V 
est voisinage dans de chacun des points de D n 7r~^(ao). 

Soit X un point de D n 7r~^(ao). Posons r = \T{x)\. C'est un element de I'inter- 
valle ]0, 1[. Soient s un element de ]r, 1[ et e un element de ]0, 1[ tels que Ton ait 
Kmlm"^ > s. La partie 

{yen-\[ao,al,[)\\T{y)\<s} 
est un voisinage ouvert du point x dans qui est contenu dans V. □ 

3.2. Raccord et retour a I'algebre 

Soit G un groupe fini. Notons n G N* son ordre. Soient . . . ,gt, avec t G N*, des 
generateurs du groupe G. Pour tout element i de |1, i], notons Ui I'ordre de I'element gi, 
choisissons un nombre premier pi congru a 1 modulo Ui et un ideal maximal rrii de A 
contenant pi. Nous pouvons supposer que les rrii sont distincts. 
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Soit i un element de |1, ij. Construisons par la methode du numero l3.1l un revetement 
galoisien de groupe Z/riiZ. II est dcfini au-dessus de DJ^. ct trivial au-dessus de 

U,^{xeB'^^\\T(x)\ < \TT,^^{x)r}. 

Notons Ind^.^(DJ^.) le G-revetement induit (c/. section [T]). 

D'apres le lemme l531 pour tout element i de la partie Fi — D^. \ Ui est fermee 

dans D. Definissons une partie ouverte de D par 

C/o = D\ U F,. 

i<i<t 

On se convainc aisement qu'elle est connexe. Considerons le G-revetement Ind^^(?7o) 
induit par le revetement trivial au-dessus de Uq- Recollons ces differents revetements 
par la methode decrite au numero[TJ Nous obtenons un revetement de D, galoisien de 
groupe G, associe a un faisceau On montre a I'aide du lemme 13.41 qu'il est integre, 
c'est-a-dire que I'anneau ^^(D) est integre. 

Nous disposons, a present, d'un revetement du disque D possedant le groupe de Ga- 
lois desire G. II nous reste a montrer que I'extension induite entre les corps de fonctions 
est galoisienne de meme groupe. Nous utiliserons, pour ce faire, le caractere Stein du 
disque D (c/. theoreme lB.4p . 

Proposition 3.6. — Le groupe des automorphismes de 0'{Ti)-algebres du Jaisceau'^iT)) 
est isomorphe d G. 

Demonstration. — Soient ei deux faisceaux de ^^o-algebres coherents. Considerons 
I'application 

Mor<y(j2/,^) ^ Mor^(D)K(D),^(D)). 

EUe est bijective car les faisceaux ^ et ^ satisfont le theoreme A sur D. 

Par construction, le groupe des automorphismes de ^D-algebres du faisceau J# est 
isomorphe a G. On en deduit le resultat attendu. □ 

II reste a montrer que I'extension ff{T)) ^#(D) est entiere. Puisque les theoremes 
du type GAGA ne sont pas valables dans ce cadre, nous utiliserons un raisonnement 
direct. 

Lemme 3.7. — Tout element de $^(D) annule un polynome unitaire a coefficients 
dans i^(D) de degre inferieur a n. 

Demonstration. — Soit s un element de ^^(D). Nous supposerons, tout d'abord, qu'il 
existe un point a;o de Uq tel que toutes les coordonnees de son image Sxo dans — 
xo soient distinctes. Puisque I'ouvert est connexe, le principe du prolongement 
analytique (c/. theoreme IB.Sp assure qu'en tout point x de [/q, toutes les coordonnees 
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du germe sont distinctes. Notons ai,...,a„ les coordonnees de Timage de s dans 
<^(Uo) = ^(C/o)". Posons 

n 

M{Z) = l[iZ^ai) e ff{Uo)[Z]. 
1=1 

En tout point x de Uq, I'image du polynome M est I'unique polynomc unitaire de degre 
inferieur ana coefficients dans i^x qui annule le germe Sx- 

Pour tout element j de |0, tj, posons Vj = C^oUlJi<i<j D^. . Montrons, par recurrence, 
que pour tout clement j de |0, i], il existe un polynome unitaire Nj de degre n a coeffi- 
cients dans ff{Vj) qui annule I'element s\Vj de ^(Vj). Nous avons deja traite le cas j — 0. 
Soit maintenant un element j de |0, i — 1] pour lequel I'hypothese de recurrence est 
verifiee. L'element S|d;„ .^^ de I'anneau ^(D;„^.^J = ^(D;„^.^ J[5']/(5'"^+i - P^+i -T) 
est annule par un polynome unitaire -Mj+i de degre inferieur ana coefficients dans le 
corps 6'{T>'^.^_^). Soit x un element de C/j+i = 'D'^.^_^ n C/q. Nous avons demontre qu'il 
existe un unique polynome unitaire de degre inferieur ana coefficients dans ffx qui 
annule le germe Sx- On en deduit que les images des polynomes Nj et Afj+i dans &x[Z] 
coincident. L'ouvert Uj+i etant connexe, d'apres le theoreme IB.3[ les images de ces 
polynomes dans ff{Uj-\-i)[Z] coincident. On en deduit que le polynome Nj se prolonge 
en un polynome unitaire iVj+i de degre inferieur ana coefficients dans ff[Vj-\-i) qui 
annule l'element s\Vj^^ de '^{Vj+i). 

On deduit finalement le resultat attendu du cas j — t. 

Soit xq un point de l'ouvert Uq. La fibre du faisceau au point xq est isomorphe 
a I'algebre i^"^. D'apres le theoreme IB. 41 le faisceau verifie le theoreme A sur le 
disque D. On en deduit qu'il existe un element sq de $^(D) dont toutes les coordonnees 
de I'image dans la fibre "i^xo — ^xo distinctes. 

Soit s un element de ^I'(D). II existe un element A de ^(D) tel que toutes les co- 
ordonnees du germe de la section si = s -I- Xsq au point xq soient distinctes. Le rai- 
sonnement qui precede montre qu'il existe deux polynomes unitaires Pq et Pi de degre 
inferieur ana coefficients dans ^(D) qui annulent respectivement les sections so et si. 
On en deduit qu'il existe un polynome unitaire P de degre inferieur ana coefficients 
dans ^(D) qui annule la section s. □ 

Lemme 3.8. — L'anneau A est algebriquement ferme dans I'anneau ^^(D). 

Demonstration. — Soit P un polynomc unitaire a coefficients dans A sans racines 
dans A. Supposons, par I'absurde, qu'il existe une section s de ^^(D) qui est racine 
du polynome P. Notons zq le point de la fibre 7r~^(ao) de I'espace X. C'est un point 
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de I'ouvert Uq. Notons a la premiere coordonnee de I'image du germe s^^ par I'isomor- 
phisme ^^^^ ^ C'est un element de G^q qui verifie I'egalite P{a) = 0. D'apres 
la discussion menee a la fin de la section [B] I'anneau local Gzq se plonge dans I'an- 
neau i^|T]. On en deduit que le polynome P possede une racine dans I'anneau i^lT] 
et done dans le corps K. Puisque I'anneau A est algebriquement ferme dans le corps K ^ 
cette racine doit appartenir a A. Nous avons abouti a unc contradiction. On en deduit 
le resultat annonce. □ 

Introduisons une definition correspondant a cette propriete. 

Definition 3.9. — IJne extension L du corps Frac{ff{T))) est dite reguliere si le corps K 
est algebriquement ferme dans L. 

Regroupons, a present, les resultats obtenus. 

Proposition 3.10. — L'extension de corps 

Fmc(^(D)) Frac{^(D)) 

est finie de degre n, reguliere et galoisienne de groupe G. 

Demonstration. — L'extension Frac(^(D)) — > Frac(^^(D)) est finie et de degre infe- 
rieur a n d'apres le lemme 13.71 EUe est reguliere d'apres le lemme 13.81 On deduit de 
la proposition 13.61 qu'il existe un morphisme injectif du groupe G dans le groupe des 
Frac(^(D))-automorphismes du corps Frac($^(D)). Or le groupe G a pour cardinal n. 
On en deduit que l'extension Frac(^(D)) Frac(?f(D)) est exactement de degre n, 
qu'elle est galoisienne et que son groupe de Galois est isomorphe au groupe G. □ 

Remarque 3.11. — Puisque le disque D est connexe, les theoremes IB. 31 et IB. 41 as- 
surent que I'anneau des sections meromorphes globales ^(D) est un corps isomorphe a 
Frac(^(D)). L'extension Frac(^(D)) Frac(J#(D)) est done bien l'extension obtenue 
a partir du revetement du disque D associe au faisceau en passant aux corps de 
fonctions. 

3.3. Conclusion et generalisations 

Regroupons, a present, les resultats que nous avons obtenus. Puisque nous sommes 
partis d'un groupe fini G arbitraire, nous avons finalement demontre que tout groupe 
fini est groupe de Galois d'une extension finie et reguliere du corps Frac(^(D)). D'apres 
la description de I'anneau (^^(D) donnee a la fin de la section[Bl ce dernier est isomorphe 
au corps Frac(Ai- |T]), oii Ai- |T] designc I'anneau des series en une variable a coef- 
ficients dans A de rayon de convergence complexe superieur ou egal a 1 en toute place 
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infinie. Lorsque A — 7i, nous retrouvons bien ainsi le resultat de D. Harbater (c/. [14] . 
corollary 3.8) enonce en introduction. 

Theoreme 3.12. — Soit A un anneau d'entiers de corps de nombres. Tout groupe fini 
est groupe de Galois d'une extension finie et reguliere du corps Frac{Ai-\T\). 

Remarque 3.13. — Pour tout r > 1, I'anneau |T] des series en une variable a 
coefficients dans A de rayon de convergence complexe superieur ou egal a r en toute place 
infinie (une seule sufRrait) est reduit a I'anneau de polynomes A\T]. Si nous disposions 
du theoreme precedent pour un certain nombre reel r > 1, nous aurions done resolu le 
probleme inverse de Galois geometrique sur K . 

Pour finir, nous rcgroupons plusieurs resultats proches de celui du theoreme 13.121 
Les demonstrations en sont fort similaires et nous n'indiquerons que les modifications 
a effectuer. 

Ainsi que nous I'avons deja signale, le spectres analytique d'un anneau d'entiers de 
corps de nombres presente de nombreuses similitudes avec la droite analytique sur un 
corps trivialement value. C'est done, tout d'abord, dans ce cadre que nous allons nous 
placer. Soit k un corps. Munissons-le de la valeur absolue triviale afin d'en faire un corps 
ultrametrique complet. Considerons, maintenant, I'espace A^.'™, analogue de A^™. 
Nous noterons U el T les coordonnees sur cet espace. 

Lorsque la caracteristique du corps k est nuUe, pour tout cnticr rt > 1, il cxistc une 
infinite de branches de la droite A^'^" dont I'anneau des fonctions contient une racine 
primitive de I'unite. Posons 



En appliquant le raisonncmcnt suivi dans cette section, nous demontrons que tout 
groupe fini est groupe de Galois d'une extension finie et reguliere du corps Frac(^(Dfe)). 
Par reguliere, nous cntendons ici que le corps k{U) est algebriquement fermc dans I'ex- 
tension en question. 

Supposons, a present, que le corps k est de caracteristique p, oi\ p est un nombre 
premier. Dans ce cas, la construction des revetements cycliques locaux est plus com- 
plexe. Cependant, il est possible de la mener a bien en faisant appel aux extensions 
d'Artin-Schreier-Witt, comme nous I'avons deja fait au numero l2.1l II est plus difficile 
de montrer qu'un tel revetement est trivial sur une partie dont le complementaire est 
ferme dans D^, mais les proprietes du flot nous permettent d'y parvenir. 

En utilisant une description explicite de I'anneau ^(D^.), nous obtenons finalement 
le resultat suivant : 
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Theoreme 3.14. — Soit k un corps. Notons fc+oo,i- [C^i 2^1 ^ sous-anneau de fc[?7]|r] 
compose des series de la forme 

ri>0 

qui verifient la condition 

Vr > 0, Vs e [0, 1[, lim (r'^°s("") s") ^ 0. 

n — ^+oo 

Tout groupe fini est groupe de Galois d'une extension finie et reguliere du corps Frac{k^^ i- |[/, T]). 
Remarque 3.15. — Le theoreme precedent nous permet, en particulier, de realiser, 
pour tout corps k, tout groupe fini comme groupe de Galois sur le corps des fractions 
de A;[C/]|T]. Nous etendons ainsi des resultats de D. Harbater (c/. [12j . corollary 1.4 et 
corollary 1.5). 
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Annexe A 

Theoremes GAGA relatifs sur un afRnoide 

Soit k un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique pour laquelle il est complet, 
£/ une algebre fc-affinoide et X un schema localement de type fini sur £/. Dans [2], 2.6, 
V. Berkovich a defini, de maniere fonctorielle, I'analytifie X^'^ du schema X. II vient 
avec un morphisme d'espaces localement anneles X*"' — ^ X, qui est plat et surjectif 
(cette derniere propriete tombe evidemment en defaut dans le cas complexe). A tout 
faisceau de ^x-modules nous pouvons associer, par retrotirette, un faisceau de 
modules, que nous noterons Remarquons que I'analytifie d'un faisceau coherent 

est encore coherent. 

Dans la lignee des theoremes GAGA de J. -P. Serre (c/. |23j et [8], expose XII), nous 
allons nous interesser aux proprietes du foncteur d'analytification lorsque I'espace X 
est propre. Precisement, nous allons demontrer le theoreme suivant : 
Theoreme A.l. — Soit k un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique pour la- 
quelle il est complet, une algebre k-affinoi'de et X un -schema propre. Alors 

i) pour tout faisceau de x-fnodules coherent .'^ et tout entier g G N, le morphisme 

est un isomorphisme ; 
ii) le Joncteur d'analytification 

^ — > 

induit une equivalence entre la categoric des ffx -modules coherents et celle des 
ffx"" -modules coherents. 

La preuve originale de J. -P. Serre, qui concerne I'analytification complexe, pent etre 
adaptee a notre contexte sans difficultes majeures. Signalons que le theoreme precedent 
a d'ailleurs deja ete obtenu par U. Kopf dans le cadre de la geometric rigide (c/. |17j ) 
et par A. Ducros en general, dans un texte inedit. Nous en redigeons cependant une 
demonstration pour la commodite du lecteur, sans pretendre aucunement a I'originalite. 

Comme dans le cas complexe, on se ramene a demontrer le theoreme pour un espace X 
de la forme et on utilise les resultats classiques concernant les faisceaux coherents sur 
un tel espace. Deux proprietes joueront un role essentiel dans la preuve : la platitude du 
morphisme X^'^ — > AT et la finitude cohomologique des morphismes propres. Ce dernier 
point prend la forme du theoreme suivant : 

Theoreme A. 2. — Soit k un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique pour la- 
quelle il est complet, £/ une algebre k-affinoi'de et X un -espace analytique propre. 
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Pour tout faisceau de 6x -modules coherent et tout entier naturel q, le -module H'^ (X, ^) 
est un -module de Banach de type fini. 

Ce resultat a ete demontre par R. Kiehl dans le cas d'un corps de valuation non 
triviale et d'objets strictement afRnoi'des (c/. il6 , Theorem 3.3). II a ete etendu au cas 
general par V. Berkovich (c/. Ij, proposition 3.3.5). 

Indiquons pour finir le seul veritable ajout que nous avons du faire a la preuve 
de J. -P. Serre (et qui figure chez A. Ducros) : il s'agit du lemme IA.41 un resultat de 
changement de base, utilise pour pallier le fait qu'un point de I'espace fc-analytique P^'™ 
n'est pas toujours situe sur un hyperplan. 

A.l. Demonstration 

Commengons par quelques reductions classiques. En utilisant le lemme de Chow (c/. 
[7], theoreme 5.6.1), on montre qu'il sufRt de prouver le theoreme dans le cas ou X 
est un schema projectif sur Dans le cas complexe, les details de I'argument figurent 
dans I'expose XII de [8] ; un raisonnement en tout point semblable vaut ici. 

Si X est un schema projectif sur il existe une immersion fermee tp : X ^ P^, pour 
un certain entier naturel r. Pour tout faisceau de ^j^-modules coherent ^ , le faisceau 
de ^p»^ -modules (f^{^), qui n'est autre que le prolongement de par zero, est encore 
coherent. On verifie que cette operation de prolongement commute a I'analytification 
et preserve la cohomologie. En outre, elle possede un inverse a gauche : la restriction 
a Y . En utilisant ces proprietes, on montre qu'il suffit de prouver le theoreme dans le 
cas oil X est un espace projectif sur . C'est ce que nous supposerons desormais. 

A. 1.1. Assertion i) lorsque ^ — ff{n) 

Nous allons demontrer, par recurrence sur r, que, pour tout entier naturel r et tout 
entier relatif n, I'assertion i) Au theoreme est vraie lorsque X = P^ et ^ = (?x{n)- 

Pour r = 0, le resultat decoule du theoreme d'acyclicite de Tate. 

Soit r G N tel que le resultat soit vrai pour P^. Posons X — P^^. Soit t une section 
non nuUe du fibre ffx{^) et Y I'hyperplan de X (isomorphe a P^) qu'elle definit. Nous 
noterons 0'y a la fois le faisceau structural sur Y et son prolongement par zero a X. 
D'apres I'hypothese de recurrence, pour tout entier g e N, le morphisme 

est un isomorphisme. 

Pour tout n g Z, la multiplication par t definit une suite exacte courte 

ex{n -!)-> ffx{n) ffyin) 0. 
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En ecrivant la suite exacte longue associee et en utilisant le lemme des cinq, on montre 
que Ton a un isomorphismc H'^{X, ffxin)) — Cx'^^in)) pour tout g G N si, et 

seulement si, on a un isoniorphisnie H'^{X, ffx{n — 1)) ~ H'^{X^^\ Gx'^'^^n, — 1)) pour 
tout (jf e N. 

Un calcul explicite montre que Ton a Gx) — -ff'^(X™, 6x^^) pour tout g e N. 

On cn deduit Ic resultat annonce. 

A. 1.2. Assertion i) en general 

Soit r G N. Posons X = P^. Nous allons dcmontrer, par une recurrence descendante 
sur q, que, pour tout entier naturel q, I'assertion i) dn theoreme est vraie pour H'^. 

Si g > r, pour tout faisceau de ^x-modules coherent les groupes H'^{X,^) et 
^q^jj-an^ ^an^ sont tous dcux nuls, ct Ic resultat est vrai. 

Soit 5 G N* tel que le resultat soit vrai pour H'^ . Soit ^ un faisceau de ^jf-modules 
coherent. Nous pouvons I'inserer dans une suite exacte de faisceaux de ^x-modules 
coherents 

oil ^ est somme directe de faisceaux isomorphes a ff{n), avec n G Z. 
Inserons le faisceau ^ dans une suite exacte courte du meme type 

^ ^' ^ if' ^ ^ ^ 0. 

D'apres I'hypothese de recurrence et le numero lA.1.11 le resultat vaut pour le faisceau 
en rang q et pour le faisceau if' en rangs q et g — 1. Le lemme des cinq assure alors que 
le morphisme 

est surjectif. 

Pour les memes raisons que precedemment, nous savons en outre que le resultat vaut 
pour le faisceau ^ en rang q et pour le faisceau if en rangs g et g — 1. Une nouvelle 
application du lemme des cinq assure alors que le morphisme 

est bijectif. 

A.1.3. Pleine fidelite du foncteur ^ 

Soit X un espace projectif sur jz/. Solent ^ et deux faisceaux de ^jf-modules 
coherents. Soit a;'*" un point de X*^". Notons x son image dans X. 
Nous disposons des isomorphismes 

M'omi^,^)%l. ~ Hom(^,^), 
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et 

^om(.^^",^^")r.n ~ Hom(^, ^x»,.a„,^, ^jf-,.-). 

La platitude du morphisme naturel X^"^ — > X entraine que le morphisme 

est un isomorphisme. 

On conclut en appliquant le resultat de I'assertion du theoreme au faisceau coherent 
.yfom{^, ^) et a I'entier q ^ 0. 

A. 1.4. Surjectivite essentielle du foncteur ^ J^'^" 

Nous allons demontrer, par recurrence sur r, que, pour tout entier naturel r, le 
foncteur J? est essentiellement surjectif lorsque X = P^. 

Lorsque r = 0, le resultat est classique (c/. proposition 2.3.1). 

Soit r g N tel que le resultat soit vrai pour le schema P^. Posons X = P^J'^ ■ 
Commengons par une serie de lemmes. 

Lemme A. 3. — Pour tout hyperplan projectifY de X et tout faisceau de ffx"^ -modules 
coherent ,jV , il existe un entier no tel que 

Vn > ?io,Vg > 1, = 0. 

Demonstration. — On demontre ce resultat en appliquant I'hypothese de recurrence 
au faisceau ^yan , puis en utilisant le resultat analogue pour les schemas projectifs et 
les isomorphismes fournis par I'assertion du theoreme. □ 

Lemme A. 4. — Soit L une extension valuee complete de k. Notons tt : — > X™ 
le morphisme de projection. Soient x un point de X"" et x^ I'un de ses antecedents 
par le morphisme tt. Soit ^ un faisceau de ^x"" -modules coherent. Supposons que la 
fibre t^*{'^)xl soit engendree par I'ensemble des sections glohales de tt*{,!^). Alors, la 
fibre &st engendree par I'ensemble des sections globales de ^ . 

Demonstration. — D'apres le theoreme lA.21 ^(X™) est un ^-module de Banach fini. 
Considerons une famille (/i, . . . , /r), avec r £ N, qui I'engendre. Notons le conoyau 
du morphisme ^^an — > .'^ defini par cette famille. Puisque le produit tensoriel est exact 
a droite, le faisceau 7r*(^#) est le conoyau du morphisme ^^sr"" ~* 7r*(^) defini par la 
famille (7r*(/i),...,7r*(/,)). 

L'exactitude du foncteur -^feL assure que les (jz/ (g)feL)-modules tt* et ^(X™)(g)fcL 

sont isomorphes. En particulier, la famille (7r*(/i), . . . ,Tr*{fr)) engendre 7r*(^)(X£"). 
Puisque, par hypothese, cet ensemble engendre Tr*{,^)a:^, la fibre 7r*(^^)a;j^ ~ ^^x^^j^an ^ 
^X'-^.xi^ est nuUe. A fortiori, nous avons 'i^x ®ex'-'^ x '^(^^l) = 0- Puisque '^x CS^xan x 
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k{xl) — '^x ®ffx'>-^ X ^{^) ®k{x) k{xl), nous avons meme CS^xa- ^ '^i^) — 0; d'oii Ton 
deduit que '^x — 0, par le lemme de Nakayama. □ 

Lemme A. 5. — Soient -yV un faisceau de i)'x'^" -modules coherent etx unpoint rfeX™. 
II existe un entier naturel no tel que, pour tout n > no, la fibre ■jy{n)x soit engendree 
par I'ensemhle des sections globales de ^{n). 

Demonstration. — D'apres le lemme IA.41 quitte a effectuer un changement de corps 
de base de /c a M'{x) (et a modifier les autres donnees en consequence), nous pouvons 
supposer que le point x est fc-rationnel. II est alors situe sur I'analytifie Y^'^ d'un certain 
hyperplan projectif Y X. 

Soit t une section de ^x(l) de lieu des zeros Y. La multiplication par t definit une 
suite exacte 

Q^.yV' ,yr{-l) -^J/^ ^lY^n 0, 

ou est un faisceau de -modules coherent supporte par 

Soit n £ Z. En tensorisant la suite precedente par ffx^°{n) puis en la scindant, nous 
obtcnons Ics deux suites exactes courtes 

^ J^'{n) ^{n - 1) ^ ^„ ^ 

et 

^ ^„ ^ ^{n) ^ya„(n) ^ 0, 
qui donncnt naissance aux deux suites exactes de cohomologie 

yK{n - 1)) ^ i/i(A^", ^{n)) H^X""", .y/\n)) 

et 

D'apres le lemme lA.3| il existe un entier n\ tcl que, pour tout n > ni, les groupes 
de cohomologie 

H\X^'\,y^'{n)) et i7i(A'^",^ya„(n)) 
soient nuls et, par consequent, Ic morphismc compose 

- 1)) ^ iji(A^", ^ 

soit surjectif. 

Le morphisme X™ — > A4{£/) etant propre, le theoreme lA.21 assure que le jzZ-module 
H^{X'^'^,yy{ni — 1)) est dc type fini, et done noetherien. On en deduit qu'il existe un 
entier n2 > ni tel que, pour tout n>n2, le morphisme 

H\X^'\ .A'{n - 1)) ^ H\X'"', .yV{n)) 
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soit un isomorphisme. Par consequent, pour tout n > n2, le morphisme surjectif 

est bijectif, d'ou Ton deduit, en considerant la suite exacte longue associe a la seconde 
suite exacte courte, que le morphisme 

est surjectif. 

D'apres I'hypothese de recurrence, le faisceau de ^ya„-modules coherent o/(^yan est 
I'analytifie d'un faisceau de ^y-modules coherent Notons x^'^ I'image du point x 
dans Y. Les resultats classiques sur les schemas projectifs assurent qu'il existe un entier 
riQ > n2 tel que, pour tout n > uq, la fibre ^{n)rcMg soit engendree, en tant que j-aig- 
module, par I'ensemble des sections globales H^{Y,'i^{n)). En utilisant I'assertion i) du 
theoreme, on en deduit que le resultat vaut encore en remplagant respectivement Y 
par F™, par yy^y'-'^ et x^^'s p^j- x. 

Notons y le faisceau d'ideaux qui definit Y'^'^ dans X'^'^. Remarquons que sa fibre 
est contenue dans I'ideal maximal rrix de ffx^'\x- Soit n > uq. Nous venons de montrer 
que yy{n)x (Xi^^an ^ {^x^'^,x/-^x) est engendre par ^ya„ (n)). On en deduit 

que ^{n)x iXi^x^i" x {^X'^^,x/^x) est engendre par ^yan (n)), et done par 

H'^{X'^'^,yy{n)). On conclut par le lemme de Nakayama. □ 

Terminons, a present, la demonstration. Soit un faisceau de ^x^n-modules coherent. 
En utilisant le resultat du lemme precedent et la compacite de X^", on montre qu'il 
existe un entier n tel qu'en tout point x de X^'^, la fibre ,yV{n)x soit engendree par 

{X^^ , .A' {n)) . On en deduit I'existence d'un entier naturelp, d'un faisceau de ffx<^^- 
modules coherent ^ et d'une suite exacte 

En appliquant le meme raisonnement au faisceau nous parvenons finalement a ecrire 
le faisceau yV comme le conoyau d'un morphisme : 'ti)' i^x" (— "■)^, avec 

m S Z et (7 G N. Puisque le foncteur d'analytification est pleinemcnt fidcle, le mor- 
phisme tf est I'analytifie d'un morphisme (^'^'s ; ff-^(^—jYi)i ^ ^x{—n)P. L'exactitude 
a droite du foncteur d'analytification assure alors que le faisceau .y^ est isomorphe a 
I'analytifie du conoyau du morphisme (fi^^^, qui est un faisceau de ^x-modules coherent. 

A. 2. CoroUaires 

Nous enongons ici deux coroUaires du theoreme lA.il lis out egalement pour objet des 
resultats de type GAGA, mais sur des bases qui ne sont plus necessairement affinoi'des. 
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Nous sommes convaincu qu'il est possible de les etendre a une base quelconque, de faQon 
a obtenir un analogue parfait des theoremes obtenus par M. Hakim dans le cadre de 
la geometrie analytique complexe (c/. chapitre VIII, theoremes 3.2 et 3.5). Cepen- 
dant, pour eviter d'avoir a utiliser le formalismc un pcu lourd des schemas relatifs sur 
un espace analytique, nous nous contenterons d'enoncer les deux cas particuliers que 
nous utilisons dans cet article. 

Soit k un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique pour laquelle il est complet, 
■s/ une algebre A:-af5noide et X un jzZ-scliema propre. Soit B une partie compacte 
de M(£/) possedant un systeme fondamental dc voisinages affinoides. Rappelons que 
la notation ff{B) designe I'anneau des germes de fonctions analytiques au voisinage 
de B. Notons Y ^ X Xspcc(s^) Spec(^(i?)) et I'image reciproque de B dans X''". 
Munissons F^" du faisceau des fonctions surconvergentes. En utilisant le morphisme 
d'analytification au-dessus d'un espace affinoi'de defini par V. Berkovich, on montre 
qu'il existe un morphisme d'espaces localement anneles F'*" Y . La retrotirette d'un 
faisceau de ^y-modules coherent ^ est un faisceau de ^f-- -modules coherent, que 
nous noterons 

Corollaire A. 6. — Supposons que nous nous trouvons dans la situation decrite ci- 
dessus. Alors 

i) pour tout faisceau de (?Y-nn,odules coherent ^ et tout entier q dTSI, le morphisme 

m{Y,.^) H^Y"'',^"''') 

est un isomorphisme ; 
ii) le foncteur d'analytification 

induit une equivalence entre la categoric des &y -modules coherents et celle des 
ffy" -'modules coherents. 

Demonstration. — II faut tout d'abord remarquer que I'espace Y^"^ est compact. En 
reprenant le raisonnement de la preuve de la proposition 1 de [4] , on en deduit que tout 
faisceau coherent sur F*^" se prolonge en un faisceau coherent sur un voisinage de Y^'^, 
et done sur une partie de la forme Xm(s^) ^ 6st un voisinage afhnoi'de de B. 

En utilisant ce raisonnement et le theoreme lA.il on obtient le resultat attendu. □ 

Soit k un corps muni d'une valeur absolue ultrametrique pour laquelle il est complet, 
J2/ une algebre fc-affinoi'de et X un ^-schema propre. Soit B un espace jzZ-analytique 
qui soit limite inductive d'espaces affinoides. Notons Z ^ X Xgpe(,(j^) Spec(^(_B)). 
En utilisant le morphisme d'analytification au-dessus d'un espace affinoi'de defini par 
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V. Berkovich, on construit, par limite inductive, un espace analytique Z^'^ et un mor- 
phisme d'espaces localement anneles Z^" Z. Comnie precedemment, la retrotirette 
d'un faisceau de i^^-modules coherent est un faisceau de ^^.m-modules coherent, 
que nous noterons J^^'^. Le resuhat suivant se deduit alors aisement du thcoreme lA.il 
Corollaire A. 7. — Supposons que nous nous trouvons dans la situation decrite ai- 
des sus. Alors 

i) pour tout faisceau de ffz-'modules coherent et tout entier g G N, le morphisme 

est un isomorphisme ; 
ii) le foncteur d'analytification 

^ — > 

induit une equivalence entre la categoric des &z -'modules coherents et celle des 
i^Z"^ -'modules coherents. 
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Annexe B 

La droite de Berkovich sur un anneau d'entiers de corps de nombres 

Dans cette annexe, nous presentons succintement la droite de Berkovich sur un an- 
neau d'entiers de corps de nombres. Nous invitons le lecteur dont ces premices auront 
eveille la curiosite a parcourir I'ouvrage [20j pour approfondir ce sujet. 

B.l. Definitions 

Soit K un corps de nombres. Notons A I'anneau de ses entiers. Commengons par 
rappeler la definition d'espace affine analytique sur A. EUe est due a V. Berkovich 
(c/. [1], §1.5). Soit n G N. L'espace afSne analytique de dimension n sur A, note A^''^", 
est I'ensemble des semi-normes multiplicatives sur j4[ri, . . . ,T!„], c'est-a-dire I'ensemble 
des applications 

|.| : A[ri,...,r„] 

qui verifient les proprietes suivantes : 
i) |0| = et |1| = 1; 

ti) yp,QeA[Ti,...,T„l \P + Q\< \P\ + \Q\; 
III) yP,Q€A[T,,...,Tr,], |PQ| = |P||g|. 

Remarque B.l. — Dans la definition proposee par V. Berkovich figure une condition 
supplementaire qui fait intervenir une norme sur I'anneau A. Pour a E A, posons 

l|a|| = max (|CT(a)|oo), 

oil designe I'ensemble des plongements complexes du corps K et |.|oo la valeur 
absolue usuelle sur C. La fonction ||.|| : ^4 ^ R+ definit une norme sur A et, lorsque 
I'on munit I'anneau A de cette norme, la definition de Berkovich coincide avec la notre. 
Signalons que, quelle que soit la norme dont on munit A (sous reserve tout de meme 
qu'elle soit sous- multiplicative et fasse de A un espace complet), on obtient un espace 
contenu dans celui que nous avons defini. 

Soit X un point de A^'''". II lui est associe une semi-norme multiplicative \.\x sur 
A[Ti, . . . , Tn]. L'ensemble fx des elements sur lesquels elle s'annule est un ideal premier 
de A[Ti, . . . , Tn]. Le quotient est un anneau integre sur lequel la semi-norme \.\x induit 
une valeur absolue. Nous noterons J^f{x) le complete du corps des fractions de cet 
anneau pour cette valeur absolue. Nous noterons simplement |.| la valeur absolue sur le 
corps Jif{x), cela n'entrainant pas de confusion. La construction fournit un morphisme 

A[n,...,T„]^Jif{x). 
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L'image d'un element P de A[Ti, . . . ,T„] par ce morphisme sera notee P{x). Avec ces 
notations, nous avons done |-P(a;)| = |-P|a:. 

Munissons, a present, I'espace analytique A^'™ d'une topologie : celle engendree par 
les ensembles de la forme 

{x&AT''\r<\P{x)\<s}, 

pour P e A[Ti, . . . , T„] et r, s e R. 

Pour finir, nous definissons un faisceau d'anneaux 0' sur A^'*" de la fagon suivante : 
pour tout ouvert U de A^'**", I'anneau 0{U) est constitue des applications 

/:[/-.□ ^{x) 
xeu 

qui verifient les deux conditions suivantes : 
i) \/x G U, fix) e Jif{x) ; 

ii) f est localement limite uniforme de fractions rationnelles sans poles. 

B.2. Dimension 

Afin de rendre plus palpables les definitions precedentes, nous allons decrire explici- 
tement A^*", I'espace afJine analytique de dimension sur A, que nous noterons plus 

volontiers Ai{A). Nous noterons |.|oo la valour absoluc usuelle sur C et, pour tout ideal 
maximal m de A, nous noterons |.|m la valeur absoluc m-adique normalisee. Du theoreme 
d'Ostrowski, Ton deduit que les points de A4{A) sont exactement 

i) la valeur absolue triviale |.|o (nous noterons Uq le point associe) ; 

ii) la valeur absoluc arcliimcdicnnc |(7(.)|J^ (nous noterons o,^ Ic point associe) pour 
tout toute classe de conjugaison de plongements complexes a de et tout element s 
de ]0, 1] ; 

Hi) la valour absoluc m-adiquc |.|^ (nous noterons le point associe) pour tout ideal 
maximal m dc A ct tout element e do ]0, +oo[ ; 

iv) la semi-norme |-|^°° (nous noterons dm le point associe) induite par la valeur absolue 
triviale sur le corps fini A/m pour tout ideal maximal m de A. 

Nous pouvons egalement decrire la topologie de I'espace M{A) (cf. figure 2, tracee 
dans le cas ou K = Q pour simplifier les notations, mais aisement generalisable). Pour 
cela, il suffit d'indiquer que chacune des branches tracee stir la figure 2 est homeomorphe 
a un segment reel et qu'un voisinage du point central ao est une partie qui contient 
entierement toutes les branches a I'exception d'un nombre fini, et qui contient un voisi- 
nage de ao dans chacune des branches restantes. Si Ton prefere, I'espace M{A) possede 
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=^=(Q,|.|o) 

= (Fp, Mo) 
+00 

Fig. 2. L'espace M{Z). 

la topologie du compactifie d'Alexandrov de la reunion disjointe de ses branches privees 
de ao, le point aq jouant le role du point a I'infini. 

Nous pouvons egalement decrire explicitement las sections du faisceau structural sur 
les ouverts de M{A). Nous avons represente les difFerents cas a la figure 3, de nouveau 
dans le cas ou K = Q. 

B.3. Dimension 1 

Venons-en, a present, a l'espace affine analytique de dimension 1 sur A. Nous no- 
terons T la coordonnee sur cet espace. Remarquons, tout d'abord, que le morphisme 
^ — > ^[T] induit un morphisme de projection 

n : AY"" ^ MiA). 

Cela permet d'obtenir unc description topologique de la droite de Berkovich sur A : la 
fibre de tt au-dessus d'un point x de A4{A) est isomorphe a la droite de Berkovich sur 
le corps J^{x). Si Jff{x) ~ C, cette droite est isomorphe a l'espace C et, si J^{x) = R, 
elle est isomorphe a son quotient par la conjugaison coniplexe. Nous ne chercherons pas 
a obtenir de description plus precise et nous contenterons d'indiqucr quelques proprietes 
(c/. [20], theoremes 4.4.1 et 4.5.5). 
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Fig. 3. Le faisceau structural sur M.{7i). 



Theoreme B.2. — i) L'espace A^*" est localement compact, metrisable et de di- 
mension topologique 3. 

ii) L'espace A^*" est localement connexe par arcs. 

Hi) Le morphisme de projection n : A^*" — > M{A) est ouvert. 

iv) En tout point x de A^^", I'anneau local est henselien, noetherien, regulier, de 
dimension inferieure d 2 et le corps residuel k{x) est henselien. 

v) Le faisceau structural 6 est coherent. 

Signalons encore que la droite de Berkovich sur A satisfait au principe du prolonge- 
ment analytique {ihid., theoremes 4.4.2 et 7.1.9, coroUaire 4.4.5). 

Theoreme B.3. — Soit U une partie connexe de A^*". 

i) Le principe du prolongement analytique vaut sur U. En particulier, I'anneau ff{U) 
est integre. 

ii) L'anneau des sections meromorphes ^{U) est un corps. 

Hi) Si U est de Stein, le morphisme naturel Frac{G{U)) ^{U) est un isomorphisme. 

Rappelons ici ce que nous entendons par espace de Stein. Nous dirons qu'un espace 
localement annele {X, &x) est de Stein s'il satisfait les conclusions des theoremes A 
et B de H. Cartan : 
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A) pour tout faisceau de -modules coherent ^ et tout point a; de X, la fibre est 
engendree par I'ensemble des sections globales ^{X^ ; 

B) pour tout faisceau de ^x-modules coherent ^ et tout entier g e N*, nous avons 

=0. 

Donnons quelques exemples de sous-espaces de la droite analytique A^'**" qui sont 
des espaces de Stein [ihid., theoreme 6.6.29). 

Theoreme B.4. — Soient V une partie ouverte et connexe de I'espace M{A) ets,t G R. 
Soit P{T) un polyndme unitaire a coefficients dans Giy). Les parties suivantes de la 
droite analytique A^™ sont des espaces de Stein : 

i) {x eiT-\V)\s <\P{T){x)\ <t] ; 

ii) {x&'K-^{V)\\P{T){x)\ > s]. 



Pour terminer, disons quelques mots des sections globales sur les parties de la droite 
analytique A^™. Sur les disques, elles s'expriment essentiellement en termes de series 
dont les coefficients sont des fonctions sur Ai{A). Considerons, par exemple, le disque 
ouvert relatif de rayon 1 : 

Ti = {xeA'r\\T{x)\<l}. 
Le morphisme naturel A\T] ^(D) induit un isomorphisme 

ou Ai- |T| designe I'anneau constitue des series de la forme 

n>0 

telles que le rayon de convergence de la serie a coefficients complexes 

n>0 

soit supcricur ou cgal a 1, pour tout plongement complexe a de K. On deduit cette 
description du theoreme 3.2.16 de ibid. 

A partir de la description des anneaux de sections sur les disques, nous pouvons 
deduire celle des anneaux locaux en certains points. Nous nous contenterons de deux 
exemples. Soit m un ideal maximal de A. Notons Zm le point de la fibre de tt au-dessus 
du point Om- D'apres le coroUaire 3.2.5 de ibid., le morphisme naturel A[T] — > induit 
un isomorphisme 
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Notons zq le point de la fibre de tt au-dessus du point oq. D'apres le corollaire 3.2.8 
de ibid., le morphisme naturel A[T] — > ff^o induit un isomorphisme 

oil E designe I'anneau constitue des elements / de qui verifient les proprietes 

suivantes : 

i) 3ae^\{0}, /(aT)G A|T]; 

ii) pour tout plongement complexe a de K, le rayon de convergence complexe de la 
serie a{f) est strictement positif ; 

Hi) pour tout ideal maximal m de A, le rayon de convergence m-adique de la serie / est 
strictement positif (il sufBt d'imposer cette condition pour les ideaux maximaux 
qui contiennent un element a possedant les proprietes decrites en i). 
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